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1. Введение 
   

Пусть nE  и 1nR - евклидовы пространства точек  nxxx ,...,1  и 

   txxtx n,,...,, 1 , соответственно, nEn  ,3 -ограниченная область с границей 

TQC ,0,2  - цилиндр  0,T , где   ,0T , 

      0,,, TTtxtxQT   - параболическая граница TQ . 

Pacсмотрим в TQ  первую краевую задачу 
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предположим, что  txaij ,  действительная симметрическая матрица, причем 

для всех   TQtx ,  и nE  выполнено условие 
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      0,,00 11   zzz - константа.                   (5) 
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Всюду в работе предполагается, что 
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Относительно функций  zi , ni ,...,1  будем предполагать 

выполнение следующих условий:  zi - непрерывные и строго монотонно 

возрастающие на  diam,0  функции,    zii
1,00    функции, обратные к 

 zi  и кроме того (см. [3,4]) 

      






 


2

diam
,0, RRRR iii  ,                   (6) 

    

 


























diam,0,

1

0

1
1 R q

i

q

i
i

RRAd
R

R 





            (7) 

для некоторых   0,,1,    и nq  , причем константы A  в (7) и  ,,  

в (6) не зависят от R .  Кроме того, предположим, что элементы матрицы 

 txaij ,  являются измеримыми в TQ  функциями. Условие (4) называется 

параболическим условием типа Кордеса (см. [2, 5, 6, 7, 10, 14, 21]). 
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где R -произвольное фиксированное число из полуинтервала  1,0 , а 
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Обозначим через  TQW 2,2
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   zz 
2

1
 .                                                 (8) 

Целью настоящей работы является нахождение условий типа Кордеса, 

обеспечивающих однозначную разрешимость первой краевой задачи (1)-(2) 

для класса эллиптико-параболических уравнений 2-го порядка с 

неравномерным и сильным вырождением в весовых пространствах Соболева 

 TQW
2,2

,,2 



. 

Первоначально теория вырожденных эллиптико-параболических 

уравнений исследовалась в работе [6], в  которой была получена корректная 

постановка краевых задач для уравнений вида (1) с одной пространственной 

переменной. Фикера в [7] установил существование и единственность 

слабого решения первой краевой задачи для широкого класса уравнений 

второго порядка с неотрицательной характеристической формой [20]. 

Существование сильного решения первой краевой задачи для некоторых 

классов эллиптико-параболических уравнений в недивергентной форме было 

рассмотрена в [9, 13, 17, 19]. Отметим также работы [1, 2, 16, 4, 10, 22], в 

которых доказано существование и единственность решения первой краевой 

задачи для эллиптических и параболических уравнений второго порядка в 

недивергентной форме с разрывными коэффициентами и условиями типа 

Кордеса. Упомянем работы [17, 9 11, 12, 18], где исследованы вопросы 

существования слабого решения первой краевой задачи для эллиптико-

параболических уравнений в дивергентной форме. 

 

 2. Разрешимость первой краевой задачи для равнения 

 txfuM ,0  . 

Теорема 9. Пусть функция  z  удовлетворяет условиям (5). Тогда при 

0TT   первая краевая задача  

   
 

0;,,,0 
 TQ

T uQtxtxfuM                           (9) 

имеет единственное сильное решение в пространстве  TQW
2,2

,,2 



 для любого 

 
 

2

1
1,






n

nn
qnQLf Tq . 

Доказательство. Сначала предположим, что    TQCtxf , .  Пусть 

 tx,  классическое решение первой краевой задачи  
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Ясно, что это решение существует, более того, согласно [8]  
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Здесь  TQW 2,2
2 -банахово пространство функций, заданных на TQ  с 

конечными нормами вида 
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В силу того, что   1z  при  0,T , (10) заключаем, что 
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Обозначим через  Tp QW
2,2

 пополнение множество всех функций из 

 TQC , стремящихся к нулю на TQ , по норме пространства  Tp QW 2,2  и 

пусть  txu ,  сильное (почти всюду) решение задачи Дирихле  
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Тогда из (11), (12) и (1.8) заключаем, что 
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Кроме того, при условиях (1.8) и (13) 

    
     


kk

k

k

k

k QLQL
ttk uuMMJ







 

22

,0  

       kkT
k

k

QLQLQW
cu



 


22
2,2

,2

4.233   

где    0,0  Q . Это означает, что 

0lim 


k
k

J .                                               (16) 

Из (14)-(16) получаем, что     ,,00 fuM  , т.е.  txfuM ,00   почти 

всюду в TQ . Но     TT QWQW
2,2

,,2

2,2

,2 



 , поэтому 
   TqT QLQW

Lucu  5.20 2,2
,,2 

. 

Пусть теперь     Tq QLtxf , , 
 

2

1
1






n

nn
qn . Тогда существует 

последовательность    ,...2,1,, mtxfm  такая, что    Tm QCtxf ,  и 

 
0lim 

 Tq QLm
m

ff . Для натурального m  рассмотрим последовательность 

  txum ,  сильных решений первых краевых задач  txfuM mm ,0  ; 

 
 

0,, 
 TQ

mT uQtx . По доказанному выше, функция  txum ,  существует 

для каждого m . Применяя замечание 10 для (см. [5]), заключаем, что 

   
  ,,,6.21.22,2

,,2

fncfcu
TqT QLmQWm 



.                 (17) 
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Таким образом, последовательность   txum ,  слабо компактна в 

 TQW
2,2

,,2 



, т.е. существует подпоследовательность натуральных чисел  km , 




k
k

mlim  и функция    TQWtxu
2,2

,,2, 



  такие, что для любого 

   TQCtx , ,     ,,lim 00 uMuM
km

k



. Но 

      ,,lim,lim 0 ffuM
kk m

k
m

k



. 

Следовательно,     ,,0 fuM  , т.е.  txfuM ,0   почти всюду в TQ . 

Таким образом, существование сильного решения задачи  (9)  доказано. Его 

единственность следует из оценки замечание 10 (см. [5]). 

Теорема 9 доказана. 

 

 3. Локальная разрешимость первой краевой задачи  
Теорема 18. Пусть коэффициенты оператора L  удовлетворяет 

условиям (2)-(5), то при 0TT   первая краевая задача (1)-(2) имеет 

единственое решение в пространстве  TQW
2,2

,,2 



 для любого  Tq QLf  , 

   2/11  nnnqn . К тому же, для решения  txu ,  выполняется 

следующая оценка: 

 
 

 


qT LQW
fncu ,,,1.32,2

,,2




.                          (18) 

Доказательство. Единственность решения и оценка (18) следуют из 

[5]. Докажем существование решения задачи (1)-(2). Проведем это 

доказательство методом продолжения по  параметру. 

Рассмотрим семейство операторов, зависящих от параметра  : 

    LML   01 , 10  , где  00 LM  и L  данный оператор. 

Докажем, что множество E  точек   резка ]1,0[ , при которых задача 

     
 

0;,,, 
 TQ

T uQtxtxfuL                             (19) 

разрешима в  TQW 2,2
,,2   при всякой  Tq QLf  , непусто и является 

одновременно открытым и замкнутым на ]1,0[ . Отсюда будет следовать, что 

E  совпадает с отрезком ]1,0[ , т.е. задача разрешима при 1 , когда   LL 1 . 

1. Непустота множества E . При 0  мы имеем задачу 

   
 

0;,,,0 
 TQ

T uQtxtxfuM . Непустота множество E  следуем из 

теоремы 9. 



PROCEEDINGS OF  IAM, V.14, N.1, 2025 

 

 112 

2. Открытость множества E . Пусть при 0   задача (19) разрешима 

при всякой  Tq QLf  . Пусть 0 - число, которое будет подобрано 

позднее, и   0 . 

Представим уравнение    txfuL ,  в виде    fuL 0  

      txuLL ,0    и будем решать задачу 

          

   












T

T

QWtxu

QtxtxuLLfuL

2,2

,,2

00

,

,,,,




                (20) 

методом последовательных приближений. 

Paccмортрим произвольную функцию    TQWtx
2,2

,,2, 


  и первую 

краевую задачу 

            

   












.,

,,,,,

2,2

,,2

00

T

T

QWtxu

QtxtxLLtxfuL




           (21) 

Ясно, что         Tq QLtxLL  ,0  . Далее, заметим, что для всех 

операторов  L  условия (2) и (4) выполняются с постоянными 

   n,min    и     , соответственно. Из сказанного выше и (см. [5]) 

следует, что при  1,0,0  TT  для любой функции    TQWtxu
2,2

,,2, 



  

выполняется следующая оценка 

 
 

 TqT QLQW
Lcu 



 1.32,2
,,2

.                                (22) 

Согласно нашему предположению задача (31) имеет сильное решение 

 txu ,  для  каждого    TQWtx
2,2

,,2, 


 . Обозначим через P  оператор, 

который переводит  TQW
2,2

,,2 


  в  TQWu
2,2

,,2 



 , Pu  . Покажем, что 

оператор P  является сжимающим. Пусть    T
i QWtx

2,2

,,2, 


 , 

2,1,  iPu ii  . Имеем        000 MLLL   . Заключаем, что 

функция 21 uu   является сильным решением первой краевой задачи 

       

     












.;,

,

2,2

,,2

2
0

1

21
00

21
0

TT QWuuQtx

MLuuL




 

Применяя (22), получаем неравенство 
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 
  

  0
21

01.3
21

2,2
,,2





TqT QLQW

vvMLcuu . 

С другой стороны 

  
 

 
 TTq QWQL

TnLcvvML
2,2
,,2

21
2.3

21
0 ,,,



  .        (24) 

Таким образом 

   TT QWQW
ccuu

2,2
,,2

2,2
,,2

21
2.31.3

21



  . 

Теперь, выбирая   1

2.31.3 2


 cc , доказываем, что оператор P  

является сжимающим. Следовательно, существует неподвижная точка 

Puu  , являющаяся сильным решением краевой задачи (20) и следовательно 

(19).  Таким образом, мы доказали, что множество E  открыто. Теперь 

покажем, что E  замкнуто. 

3. Замкнутость множества E .  Пусть ,...2,1,  kEk  и  


k
k
lim . 

Для натуральных к обозначим через  txuk ,  сильное решение первой краевой 

задачи 

     
 

0;,,, 
 TQ

kTkk uQtxtxfuL  . 

Согласно (22), имеем неравенство 

   TqT QLQWk fcu  1.32,2
,,2 

,                                    (25) 

где 
 

2

1
1






n

nn
qn . 

Таким образом, множество функций   txuk ,  слабо компактно в 

 TQW
2,2

,,2 



  т.e. существует подпоследовательность натуральных чисел  lk , 




l
l

klim  и функция    TQWtxu
2,2

,,2, 



  такие, что для любого 

   TQCtx ,  справедливо соотношение 

      ,,lim uLuL
ll kk

l



.                                       (26) 

Но 

           ,,, fuuLLuL
llll kkkk  .                      (27) 

Кроме того, при условии (24) и (25), получаем, что 

    
   


TT

lll QLQW
kkkk ucuMLlJ

2
2,2
,,2

2.301 , 


 

   TTql QLQLk fcc
2

2.31.3   .                                   
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Из (180) следует, что   0lim 1 


lJ
l

. Теперь из (26) и (27) заключаем, что 

     ,, fuL    почти всюду в TQ . Таким образом, мы доказали   fuL   

означает, что E , т.е. множество E   замкнуто . 

Теорема доказана. 

 

 

4. Общая разрешимость первой краевой задачи.  
Чтобы доказать существование и единственность сильного решения 

первой краевой задачи (1)-(2) для любого   ,0T , придется наложить более 

строгие условия на функции  z  и  txf , . Мы предполагаем, что 

   Tq QLtxf , , 
 

2

1
1






n

nn
qn   и функция  z  в отличие от (5), 

удовлетворяет дополнительному условию 

 
 
 

2,1,
0

0

,

1
.4

1






















icdxdt
t

t

txd
i

Q

n

i

T


 .                      (28) 

Здесь    txatxd ij ,det,  . 

В доказательстве мы используем следующий аналог неравенства 

Александрова-Бакельмана, полученный в [10, 11]: если условия (2), (5) и (28) 

выполнены относительно коэффициентов оператора L  и функция 

   TQWtxu
2,2

,,2, 



  такова, что    Tn QLtxLu 1,   при   ,0T , то имеет 

место следующая оценка: 

 
 

 TnT QLQL
fTnLcu

1
,,,3.4


 .                             (29) 

Теорема 4.1. Пусть коэффициенты оператора L  удовлетворяет 

условиям (2)-(5). Тогда, если    ,0T  a      2/11  nnnqna , то 

первая краевая задача (1)-(2) однозначно сильно разрешима в пространстве 

 TQW
2,2

,,2 



 при всякой    Tq QLtxf , . При этом для решения  txu ,  

справедлива оценка 

 
 

 TqT QLQW
LTnLcu  ,,,4.42,2

,,2 

.                              (30) 

Доказательство. Достаточно доказать теорему в цилиндре 

 *,* TTQ
T

  при 
2

3 0
* T

T  . Далее, за конечное число шагов мы можем 

решить первую краевую задачу (1)-(2) для любого   ,0T , так как высота 

цилиндра, в котором строится решение, увеличивается на 
2

0T
 на каждом 

шаге. 
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Пусть   ,1 nn ER . Будем предполагать, что коэффициенты 

  njitxaij ,...,1,,,   оператора L  продолжены в ** \1 TnT
QRCQ   с 

сохранением условий (2) и (4). Для этого достаточно предположить, что 

  nji
n

txa ijij ,...,1,,,  


 при   *,
T

CQtx  . Кроме того, продолжим функцию 

 txf ,   в *T
CQ   с нулем. 

Обозначим через 1B  единичный  1n  - мерный шар. Пусть 

   101 , BCtx  ,   0,1 tx  в 1nR  и 

    












h

t

h

x

h
txdxdttx

nh
Rn

,
1

,,1, 111

1

 . 

Если    11,  n
loc RLtxF , то функция 

       dydtyxyFtxF h
R

h

n

 


,,,
1

 

называется функцией, усредняющей  txF ,  с параметром h . Пусть далее 

   
tt

t
xx

txaL
ji

n

ji

h
ijh














 


2

22

1,

0,  . 

Сначала для достаточно малого h  решим задачу 

   

 












,0

,,,,

*

*

T
Q

h

T

h
hh

u

QtxtxfuL

                                 (31) 

применяя альтернирующий метод Шварца (см. [15]). Обозначим 
















2
,

2

3 00 TT
  и  0, TT   через 1Q  и 2Q  соответственно. Пусть 

 txuh ,1,
  - строгое решение краевой задачи 

   

 












.0

,,,,

11,

1
1,

Q
h

h
hh

u

QtxtxfuL

                                     (32) 

Ясно, что для оператора hL  условия (2) и (4) выполнены с 

постоянными     и  ,  соответственно. По теореме 18 сильное решение 

задачи (32) существует и единственно. Более того, это решение является 

классическим, так как коэффициенты оператора hL  непрерывно 

дифференцируемы в 1Q . 

Обозначит через  txUh ,1,
  классическое решение задачи Дирихле  
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   

 












.,0

,,,,

00
2 1,1,1,

2
1,

Tt
h

Tt
h

Q
h

h
hh

uuu

QtxtxfuL

                                 (33) 

Решение задачи (33) существует и единственно согласно [8]. 

Пусть теперь  txuh ,2,
  и  txuh ,2,

   решения первых краевых задач 

   

 












2

31,

2

32,2,

1
2,

001
,0

,,,,

T
t

hT
t

h
QS

h

h
hh

uuu

QtxtxfuL

                         (34) 

 

и 

   

 











 00
2 2,2,2,

2
2,

,0

,,,,

Tt
h

Tt
h

Q
h

h
hh

uuu

QtxtxfuL

                         (35) 

 

соответственно. Здесь  1QS  - боковая поверхность цилиндра 1Q . Сильное 

решение задачи (34) и (35) существует и единственно согласно к теореме 18, 

так как  

2

31, 0T
t

hu


  след некоторой функций из  12,2
,,2 QW    на нижнем 

основании 1Q . 

Действительно, пусть 














2
,

0
03 T

TQ . Тогда в силу гладкости 

границы   и коэффициентов оператора hL , функция  txuh ,1,
  дважды 

непрерывно дифференцируема в 2Q   (см. [21]) и допускает такое 

продолжение в 3Q , что продолженная функция будет элементом 

пространства  *2,2
,,2 T

QW  . Подобные рассуждения о гладкости   и 

коэффициентов hL  являют заключить, что полученное выше сильное 

решение задачи (34) и (35) является ее классическим решением. 

Продолжим процесс no аналогии. На m  ом шаге мы получим 

классические решения  txu mh ,,
   и  txu mh ,,

  первых краевых задач 

   

 















2

31,

2

3,,

1
,
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,0

,,,,

T
t
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t
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h
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QtxtxfuL

 

 

и 
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   

 











 00
2 ,,,

2
,

,0

,,,,

Tt
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Tt
mh

Q
mh

h
mhh

uuu

QtxtxfuL

 

 

соответственно. Тогда рассуждая так же, как в [15], получим что существуют 

пределы    txutxu mh
m

h ,lim, ,



,    1, Qtx  ;    txutxu mh

m
h ,lim, ,




,   2, Qtx  . 

К тому же    txutxu hh ,,   при   21, QQtx   и функция 

 
   

   











1

1

\,,,

,,,,
,

* QQtxtxu

Qtxtxu
txu

Th

h

h  

является классическим решением краевой задачи (31). 

Пусть теперь 









2

1
,0  число, которое мы выбирает позже. 










































2
,

2

1
,

2
,

2

1 0
05

0
04 T

TQ
T

TQ


 . 

Введем функцию 
















 

2
,

2

1 0
0 T

TC  ,  такую, что   1t  при 




















2
,

22

1 0
0 T

Tt


,   0t  при 
























 00

42

1
,

2

1
TTt


 ,   10  t  

и 

   
 20

5.4

0

5.4 ,
T

c
t

T

c
t





  .                                (36) 

Применяя теорему 11 и 12 из [5] к функции    ttxuh ,  в цилиндре 4Q  

и используя оценки (36), получим неравенство 

      
20

6.4

2

4
2

52,2
,,2

,,,,,
QLQWh uLTncu 



 

   
 

 
   

2

20

8.420
7.4 4

2
4

2

,,,
,,,,,

QLhQLh u
T

nc
uTnc 




 


 .        (37) 

Пусть  
 

 zTq
T


0,

1 sup


 . Выберем и зафиксируем такое малое 
2

1
 , 

что    
2

1
8.4

00
1  cTTq  . Ясно, что   зависит только от ,,, n  и 0T . 

Тогда из (37) заключаем 

        
20

7.4

2

6.4

2

4
2

4
2

52,2
,,2

,,,,
QLh
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h

QWh uTncfcu 
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         
22

7.4

2

6.4

2

42,2
,,2

4
2

4
2

4
2 4

1

4

1
QWQLh

QL

h

QLth uucfcu


 .        (38) 

Пусть, далее 

















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42
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, TTQTTQ
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. 

Введем функцию   













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42

1
, TTCt


 ,  такую, что   1t  при 

















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22

1
, TTt


,   0t  при 
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





















 00

42

1
,

82

1
TTt


,   10  t  и 

   
 20

9.4

0

9.4 ,
T

c
t

T

c
t





  .                                (39) 

 

Ясно, что в цилиндре 6Q  оператор hL  является однородным 

эллиптическим. Учитывая коэрцитивную оценку, полученную в работе [10], 

для любой функции    62, QCtxu  , стремящейся к нулю на 6Q , имеет 

место следующая оценка: 

        220
10.4

2

6
2

6
2

62,2
2

,,,,
QLhQLhQWh uuLTncu   .         (40) 

Применяя неравенство (40) к функции    ttxu ,  и учитывая, что  

     62,2
2

6
,,2

0
11.4 ,

QWQW
uTcu  



, 

а также оценки (39), получаем неравенство 

            2220
12.4

2

6
2

6
2

6
2

62,2
,,2

,,,,
QLthQLhQLhhQWh uuuLTncu  



.(41) 

По интерполяционному неравенству [8], для любого 0  

         
213.422

6
2

6
2

6
2 QLhQLtthQLth u

c
uu


  .                    (42) 

С другой стороны, так как    4/inf 0*

42

1
, 0

TtT
TT
























 имеем 

         
20
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2

6
2

6
2

,,,,
QLtthQLtth uTncu   .               (43) 

Выберем и зафиксируем   1

12.414.44


 cc . Тогда из (41) – (43) 

заключаем 

         
220

15.4

2

62,2
,,2

6
2

6
2

72,2
,,2 4

1
,,,,

QWhQLh
QL

h

QWh uufTncu


 






  .(44) 

Теперь складывая (38) и (44), получаем 
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        
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
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

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2,2
,,2

0
16.4 ,,,,

TTT
QLh
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h

QWh ufTncu 
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.     (45) 

Используя (29) в (45), получаем 

     *1*
2,2
,,2

0
17.4 ,,,,

TnT QL

h

QWh fTncu


 


.                       (46) 

В силу того, чито    *1*1

2
Tn

Tn
QLQL

h ff


 , для достаточно малого h  

неравенство (46) влечет неравенство 

   *1*
2,2
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17.42
TnT

QLQWh fcu





.                                (47) 

т.е. 

     **
2,2
,,2

0
18.4 ,,,,

TqT
QLQWh fTncu  



.                       (48) 

Таким образом, множество функций   txuh ,  слабо компактно в 

 TQW
2,2

,,2 



. Следовательно, существует последовательность  kh , 0lim 


k
k

h  

и функция    TQWtxu
2,2

,,2, 



 , такая, что для любых    *,
T

QCtx   

    ,,lim LuLu
kh

k



.                                 (49) 

С другой стороны 

      ,2 kk hh uLLkJ  

   *
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,,2*21,
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n

ji QL

h
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

 


, 

т.е., при условии (47) – (48) 

  0lim 2 


kJ
k

.                                                 (50) 

Из (49) и (50) получаем, что  txfLu ,  почти всюду в *T
Q . Таким 

образом, существование сильного решения первой краевой задачи (1)-(2) 

доказано. Его единственность следует из неравенства (30). 

Осталось доказать справедливость оценки (30). Имеем 

   **
2,2
,,2
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T
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h
k
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 

.                              (51) 

Из слабой сходимости в  TQW
2,2

,,2 



 последовательности  
khu  при 

k  к функции  txu ,  следует, что для любого    *2,
T

QLtx   и любого 
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Зафиксируем произвольное nii 1,  и предположим в (52) 

   txutx i ,,  . Получаем 

        
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При условии (4.24) имеем неравенство 

   **2
18.4

TqT
QLQLi fcu  . 

Аналогично можно доказать, что нормы  

 
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ii utxtxutx   , 
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njiutx
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iti ,...,1,,,

*2

 , 

 *Tq QLtu  и  *2 T
QLttu  можорируются величиной  *

18.4
Tq QL

fc   и требуемая 

оценка (30) доказана. 
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